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11. Quelques exemples de réductions

Enseignant: Arnaud Casteigts Fxercices: A. Berger, M. De Francesco, L. Heiniger

Pour rappel, pour montrer quun probleme est NP-complet, il y a deux étapes a effectuer :
e Montrer qu’il est dans NP,
e Montrer qu’il est NP-difficile.

La stratégie habituelle pour établir le second point est de choisir un autre probleme NP-
difficile et montrer qu’il peut se réduire en temps polynomial au probleme considéré. Voici
une liste de réductions classiques. Nous allons en détailler certaines et donner quelques idées
pour les autres :

o SAT <, CLIQUE

e CLIQUE <, INDEPENDENT SET (déja vu au Cours n°10)
e SAT <, 3-SAT

e 3-SAT <, 3-COLORING

e 3-COLORING <,, 4-COLORING <, 5-COLORING <, - -

e CLIQUE <, SUBGRAPH ISOMORPHISM

e SAT <, DIRECTED HAMILTONIAN CYCLE

e DIRECTED HAMILTONIAN CYCLE <, HAMILTONIAN CYCLE

11.1 Définition des problemes

Rappelons la définition de ces problemes, en détaillant un peu plus celle de SAT.

e CLIQUE : Etant donné un graphe G et un entier k, est-ce que G contient une clique de
taille k7

e INDEPENDENT SET : Etant donné un graphe G et un entier k, est-ce que G contient
un ensemble indépendant de taille k7

e 3-COLORING : Etant donné un graphe G, peut-on colorier ses sommets en utilisant 3
couleurs sans donner la méme couleur a des sommets voisins ?

e GRAPH ISOMORPHISM : Etant donnés deux graphes G; et Go, est-ce que ces graphes
sont structurellement identiques ?

e SUBGRAPH ISOMORPHISM : Etant donnés deux graphes G et Gg, est-ce que Gy
contient GGy comme sous-graphe ?



e HAMILTONIAN CYCLE : Etant donné un graphe GG, existe-t-il un chemin qui visite tous
les sommets exactement une fois, puis termine au point de départ ?

e DIRECTED HAMILTONIAN CYCLE : Idem, pour un graphe orienté, en respectant 1’orien-
tation des arcs.

e SAT : Etant donné une formule booléenne ¢ sous forme normale conjonctive, c.a.d.
une conjonction de disjonction de litérauz (variables ou leur négation), par exemple :

¢ =(x1 VT3 V) A (xe VT3) (Z; est synonyme de —x;)

Existe-t-il des valeurs vrai/faux pour chaque variable x; telles que la formule est
satisfaite 7 Chaque disjonction de la formule, par exemple (z1 V T3 V x4), est appelée
une clause. Cette formule a donc 2 clauses, 3 variables, et 5 litéraux.

Ici, la réponse est oui, par exemple mettre toutes les variables a vrai suffit a satisfaire
la formule. En revanche, la formule

¢2 = (271\/1'2)/\(.%'1 \/1’_2)/\(27_1\/1'2)/\(.%'_1\/1’_2)

n’est pas satisfaisable. On a donc ¢ € SAT et ¢ ¢ SAT.

e 3-SAT : Méme probleme, mais ou chaque clause est de taille 3, par exemple :
O3 = (x1 VT3 Vay) A (T VsV Ty)

Notez que si une clause est de taille inférieure a 3, on peut facilement la convertir en
une clause de taille 3, en répétant simplement certaines variables. Il s’agit donc du
méme probleme.

11.2 Les réductions

Autant que possible, nous présentons les réductions par le biais d'un exemple, en discutant
la fagon dont ils peuvent se généraliser.

SAT <, CLIQUE :

Etant donné une formule, par exemple ¢ = (z1 V T3 V 3) A (22 V T3) A (TT V 22) A - -
comportant k clauses, on construit un graphe G comme suit : d’abord, on crée un sommet
pour chaque litéral de chaque clause. Puis on relie chaque litéral avec les litéraux des autres
clauses qui sont compatibles (par exemple, on ne relie pas x; et T7, mais on relie x; et s,
ainsi que x et x3). Cela donne le graphe suivant :



NN

X1

Pour une formule de taille arbitraire, on procede de la méme maniere (petits points en
bas), avec autant de groupes de sommets que de clauses, et autant de sommets dans le groupe
que de litéraux dans la clause.

Théoreme : La formule ¢ est satisfaisable si et seulement si G admet une clique de taille k.

Preuve : Pour démontrer ce “si et seulement si”, il faut montrer les deux sens : (1) une
clique de taille k& implique l'existence d’une solution pour ¢, et (2) une solution pour ¢
implique l'existence d'une clique de taille k. Ici, en réfléchissant un peu, on peut se convaincre
facilement que c’est vrai. Mais faisons l'effort de le démontrer (au moins une fois).

(1) : Chaque litéral n’est relié qu’a des litéraux d’autres clauses, donc une clique de
taille k doit faire intervenir un litéral dans chaque clause. Par ailleurs, ces litéraux sont tous
compatibles entre eux (car ils partagent une aréte deux a deux). Une clique de taille k£ donne
donc bien une solution pour ¢.

Par exemple, la clique z3 (gauche), x5 (haut), xo (droite) indique que les trois clauses
peuvent étre satisfaites en mettant x3 et xo & vrai (x; étant quelconque). De méme, la clique
x3 (gauche), zo (haut), 77 (droite) indique que les trois clauses peuvent étre satisfaites en
mettant x3 et x5 & vrai et x; a faux.

(2) : Si une solution pour ¢ existe, alors il existe une affectation pour les variables qui
satisfait chacune des k clauses de ¢. Chacune de ces clauses est satisfaite via un ou plusieurs
litéraux. On peut choisir arbitrairement un litéral satisfait pour chaque clause. Cet ensemble
de litéraux est nécessairement compatible, les sommets correspondants ont donc tous une
aréte entre eux dans G.

Conclusion : SAT est NP-difficile et se réduit a CLIQUE, donc CLIQUE est NP-difficile.
Par ailleurs, CLIQUE est aussi dans NP, donc il est NP-complet.



SAT <, 3-SAT :

Principe de la réduction : Etant donné une formule ¢ dont les clauses sont de longueur
arbitraire, on peut trouver une formule ¢ dont les clauses sont de longueur 3 telle que ¢’
est satisfaisable si et seulement si ¢ est satisfaisable. L’idée principale est que chaque clause
longue peut étre cassée en plusieurs clauses de longueur 3 tout en préservant 1’équivalence
entre les deux formules. Cela requiert I’ajout de variables supplémentaires.

Prenons I’'exemple d’une clause tres simple : (z1VaaVasVay). Cette clause est satisfaisable
si et seulement si au moins une variable parmi x1, x5, 3, x4 est a vrai. On peut la casser en
deux en introduisant une nouvelle variable x,, en écrivant (x1 V xa V z,) A (Ta V 23 V x4).
Cette nouvelle formule reste bien satisfaisable si et seulement si au moins une variable parmi
x1, To, T3, T4 est satisfaite (intuitivement, si x1V xs n'est pas satisfait, alors x3V z4 doit 1'étre,
et vice versa).

La méme technique fonctionne avec des litéraux artitraires, par exemple (x1VZ3 VT3V 2y)
devient (z1 VT2V x,) A (T, VT3V xy). Par ailleurs, si la clause est plus grande, on peut chainer
les petites clauses avec d’autres variables intermédiaires, par exemple (x1VzoVasVeyVesVee)
devient (x1 Vaa V x,) A (Tq VagVay) A (TpVayVa.) A (T:Vas V). Bien str, la taille de
la formule augmente, mais la nouvelle formule reste de taille polynomiale en ’ancienne, on
a donc bien la réduction souhaitée.

CLIQUE <, SUBGRAPH ISOMORPHISM :

Cette réduction est vraiment directe : Etant donné une instance (G, k) pour le probleme
CLIQUE, on construit deux graphes G et G5 tels que G est une copie de G et G5 est une
clique de taille k. Clairement, G est un sous-graphe de G si et seulement si G' contient une
clique de taille k.

3-SAT <, 3-COLORING :

Une réduction assez astucieuse (pour ne pas dire géniale), qui sera faite en exercices.

3-COLORING <, 4-COLORING :

Etant donné un graphe G dont on veut savoir s’il est 3-colorable, on construit un graphe
G’ comme une copie de G, a laquelle on ajoute un sommet universel (somme relié a tous les
autres). Ce sommet étant relié a tous les autres, il doit avoir une couleur unique. On a donc
bien que G’ est 4-colorable si et seulement si G est 3-colorable.



11.3 Discussions

Le théoreme de Ladner nous dit que si P # NP, alors il doit exister des problemes in-
termédiaires dans NP, c¢’est a dire qui ne sont ni NP-complets ni dans P. Cependant, pour
des raisons encore énigmatiques, la majorité des problemes sont soit dans 1'un, soit dans
I’autre, et leur difficulté opere une transition de phase directement de P a NP-complet lors
qu’on fait varier leur définition. Par exemple, 2-SAT est polynomial, mais 3-SAT (et plus
généralement, k-SAT, pour tout k£ > 3) est NP-complet. De méme, 2-COLORING est polyno-
mial, mais k-COLORING est NP-complet pour tout & > 3. Deux problémes naturels suspectés
intermédiaires sont GRAPH ISOMORPHISM et FACTORING. A ce jour, personne n’a réussi ni
a résoudre ces problemes en temps polynomial, ni a montrer qu’ils sont NP-complet. Il est
considéré improbable qu’ils soient NP-complets, car cela aurait des conséquences théoriques
importantes (réfutant plusieurs conjectures jugées plausibles). En revanche, ils pourraient
s’avérer étre dans P sans conséquence théorique majeure (mais bien sir avec des conséquences
pratiques énormes, pour FACTORING).



